Решения ХХ олимпиады ЮМШ (2016/17 учебный год)
Заочный тур, 6 класс
Задача 1. Например, так: 2, 10, 3, 9, 4, 8, 5, 7, 6.

Можно ещё записать те же числа в обратном направлении. Других решений нет, по крайней мере, если не использовать отрицательные числа.
Критерии. За верный ответ – 3 балла.
Задача 2. Например, так. Бродяг обозначаем Б, храброго портного П, трусливых — п; тех, кто только что переправился на лодке, берём в скобки.

Изначально ситуация такова:

Б Б Б Б (  )
|
П п п п

Двое бродяг переправляются:

Б Б

|
(Б Б) П п п п

Двое портных переправляются:

Б Б (п п)
|
Б Б П п

Бродяга с портным переправляются:
Б п

|
(Б п) Б Б П п

Двое портных переправляются:

Б п (п п)
|
Б Б Б П

Осталось переправить бродягу:

п п п

|
(Б) Б Б Б П

И храброго портняжку:


п п п (П)
|
Б Б Б Б

Критерии. За верный ответ – 4 балла.
Задача 3. Обозначим количество белых клеток x, тогда фиолетовых 3x, а красных 12x. Общее количество клеток, находящихся в красных доминошках, равно 3x + 12x = 15x. Значит, количество клеток в красных доминошках делится на 15. К тому же оно чётное (в каждой доминошке две клетки). А ещё оно больше 0 (по условию, некоторые клетки были покрашены красным) и не больше 64. Подходят только 30 и 60.

а) Красных + фиолетовых клеток 30, то есть x = 2, белых 2, тогда синих 64  –  30  –  2 =  32.

б) Красных + фиолетовых клеток 60, то есть x = 4, белых 4, тогда синих 64  –  60 –  4  =  0.

Примеры для обоих случаев легко приводятся:
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Ответ: синих клеток 32 или 0.

Критерии. Максимальный балл – 5.
За ошибки и недочёты снимаются баллы:
· не исключены случаи «16 синих клеток» и «48 синих клеток» – снимается 2 балла;
· исключён случай «0 синих клеток» – снимается 1 балл;
· не приведены примеры, как получить один или оба случая – снимается 1 балл.
Задача 4. Назовём софиста, который произнёс эти утверждения, Лёшей.

1. Если бы Лёша был лжецом, то первая фраза была бы правдой, то есть лжецов было бы 25. Значит, на самом деле (без Лёши) их 24.

2. Если бы Лёша был лжецом, то вторая фраза была бы правдой, то есть рыцарей было бы 26. Значит, их и на самом деле 26.

3. Если бы Лёша был лжецом, то третья фраза была бы правдой — софистов на острове было бы не меньше, чем рыцарей, то есть не меньше 26. На самом деле (с учётом Лёши) софистов на одного больше, то есть не меньше 27.

4. Если бы Лёша был рыцарем, то третья фраза была бы ложью, то есть софистов было бы меньше, чем рыцарей. Это значит, что «софистов без Лёши» меньше, чем «рыцарей с Лёшей». Мы знаем, что рыцарей с Лёшей 26+1=27, значит, софистов без Лёши не больше 26. Значит, с учётом Лёши софистов не больше 27.

5. Из пунктов 3 и 4 следует, что софистов ровно 27. Прибавляя 24 лжеца и 26 рыцарей (см. пункты 1 и 2), получаем суммарно 77 человек.

Ответ: 77 человек.

Критерии. Максимальный балл – 6.
Верно (и с чётким обоснованием) найдено количество рыцарей и лжецов, но неверно найдено количество софистов – 3 балла.
Задача 5. Рассмотрим вариант 2012. Такое произведение не делится ни на 5, ни на 8. Поэтому ни одно из чисел не может кончаться на 5, и не более двух чисел кончаются на чётную цифру. Остальные 12 чисел должны кончаться на 1, 3 или 7. Но таких цифр всего 11.

Рассмотрим вариант 2010. Такое произведение не делится ни на 25, ни на 4. Поэтому только одно из чисел кончается на 5 и ещё одно — на чётную цифру, а остальные 12 должны кончаться на 1, 3 или 7. Это невозможно по тем же причинам.

Следовательно, число кончается на 2016.

Примечание (для решения задачи не требуется). Вариант, когда произведение кончается на 2016, возможен, например, такой (найден на компьютере): 
72∙76∙44∙51∙37∙47∙56∙63∙52∙67∙57∙74∙56∙63 = 3905803569278262898262016.
Критерии. Максимальный балл – 7.
Обоснованно исключён только один из двух случаев (2010 или 2012) – 3 балла.
Задача 6. Ответ: 4. Меньше четырёх частей сделать нельзя. Действительно, пусть мы разрезали квадрат на 2 или 3 части. В исходном квадрате 4 угловых клетки, поэтому одна из частей будет содержать хотя бы две из них, а значит, не влезет в уменьшенный квадрат.

Четырёх частей, как ни странно, достаточно. Два способа это сделать показаны на рисунке.
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В данном случае существенным для выполнимости задания оказалось равенство 52+122=132. Подобные тройки чисел (то есть три таких целых числа, что квадрат большего из них равен сумме квадратов двух меньших) называются пифагоровыми тройками.
Аналогичная конструкция работает и для некоторых других пифагоровых троек. Самая «простая» из таких троек – числа 3, 4 и 5; этому случаю была посвящена задача 1 для 4-5 классов. Попробуйте сделать то же самое для квадрата 25×25: разрежьте его по клеткам на 4 части, из которых можно собрать два квадрата. Какими могут оказаться размеры этих двух квадратов? 
Критерии. Максимальный балл – 8.
Приведён пример разрезания на 4 части, но не доказано, что меньше четырёх частей получить нельзя – 4 балла.
Указано, что могут (или должны) получиться квадраты 12×12 и 5×5 – 1 балл.
Решения, где квадрат резался не по клеточкам (то есть так, что некоторые клетки разрезались на части, например, по диагоналям) – 0 баллов.
Задача 7. 

Назовем графством группу городов, от которых можно добраться друг до друга с помощью телепорта (без использования железной дороги). Получится, что страна делится на несколько графств, внутри любого графства можно путешествовать с помощью телепорта, но для выхода за его пределы нужна железная дорога.
Заметим, что если в графстве n городов, то можно обойтись в нём n – 1 телепортом. Действительно, просто выберем один город и соединим телепортом со всеми остальными городами графства. 
Заметим также, что меньше, чем n – 1 телепортом не обойтись: возьмём графство вовсе без телепортов и добавим первый телепорт. Размер телепортной сети графства теперь равен двум городам. Будем далее добавлять телепорты, необходимые для подключения ровно одного города к существующей сети. Как несложно заметить, добавляется ровно один телепорт для одного города, т.о., ровно n – 2 телепорта для n – 2 оставшихся городов + первый – необходим n – 1 телепорт.

Значит, если у нас k графств, то понадобится 136 – k телепортов (в каждом графстве «минус 1» телепорт относительно числа городов, всего графств k). Значит, чем больше графств, тем меньше телепортов.

Определим максимально возможное количество графств. Заметим, что между каждыми двумя графствами должен быть перегон. Если  графств k, то каждое из них должно быть связано с каждым k – 1 из остальных, то есть то есть общее количество перегонов должно быть не менее чем k (k – 1) / 2 (делим на два, поскольку каждый перегон соединяет два графства и будет сосчитан дважды).

Заметим, что при k = 17 как раз получается k (k  –  1) / 2 = 136, а при k = 17 это число больше 136. Поэтому больше 17 графств быть не может.

Осталось доказать, что для 17 графств такая транспортная система возможна. Для этого надо расположить 136 чисел от 1 до 17 можно так расположить по кругу, чтобы для каждой пары неравных чисел нашлось место, где они стоят рядом.

Расположим эти числа таким образом: 

 1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 16 17  1 (каждый раз +1)

 1  3  5  7  9 11 13 15 17  2  4  6  8 10 12 14 16  1 (каждый раз +2)

 1  4  7 10 13 16  2  5  8 11 14 17  3  6  9 12 15  1 (каждый раз +3)

 1  5  9 13 17  4  8 12 16  3  7 11 15  2  6 10 14  1 (каждый раз +4)

 1  6 11 16  4  9 14  2  7 12 17  5 10 15  3  8 13  1 (каждый раз +5)

 1  7 13  2  8 14  3  9 15  4 10 16  5 11 17  6 12  1 (каждый раз +6)

 1  8 15  5 12  2  9 16  6 13  3 10 17  7 14  4 11  1 (каждый раз +7)

 1  9 17  8 16  7 15  6 14  5 13  4 12  3 11  2 10  1 (каждый раз +8)

В первой строке числа увеличиваются на 1, во второй на 2 и т.д. При этом дойдя до 17, счёт вновь начинается с 1. Единица в конце каждой строки показывает, что если снова прибавить то же число, то получим 1, а дальше всё опять повторялось бы сначала, поэтому пора начинать новую строку. Круг замкнулся. Любая пара неравных чисел в нём встречается (чтобы её найти, надо выбрать строку с соответствующей разностью чисел, в этой строке 17 пар, и все разные).

Пояснение. Этот же набор чисел можно получить, последовательно пройдя по сторонам и диагоналям 17-угольника, как показано на рисунке. Заметим, что каждая сторона и каждая диагональ встречается (причём ровно один раз). 
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Ответ: 136-17=119 телепортов.

Для наглядности рассмотрим аналогичный пример для меньшего числа городов.
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Пусть есть 21 город. Тогда нужно разбить города на 7 графств по три города, как показано на рисунке. В пределах каждого графства проведём любые два телепорта.
Для перемещения между графствами потребуется железная дорога. Например, пусть надо перебраться из города A в город B (см. рисунок). Город A находится в графстве 3, а город B – в компоненте 5. Выберем в этих графствах два города, «соседних по кольцу» – это города C и D. Значит, надо из A попасть в C (телепортами), потом в D (по железной дороге) и из него в B (телепортом).
Критерии. Максимальный балл – 9.
Доказательство того, что меньше 119 телепортов быть не может, стоит 5 баллов; пример, где телепортов ровно 119 – 4 балла.
